FORMENTHEORETISCHE ENTWICKELUNG DER IN HERRN WHITE'S
ABHANDLUNG UBER CURVEN DRITTER ORDNUNG
ENTHALTENEN SATZE*

VON
PAUL GORDAN

§1. Covarianten und Invarianten einer terndren kubischen Form.

Die einfachsten invarianten Bildungen einer terniren kubischen Form

f=a

sind diese 10 Formen :
0 = 0°u} = (abu)ad,; A=A'=alaf’; s=ud=(abu)asu,;
H=H?!=(cAu)a A, ; K=KX:=AAu)YAA,  ; t=u}=/(aHu)au,;
S=a; T=AN=a'; 7=ul=Ts—St; R=T"-18"

Von den zahlreichen zwischen ihnen bestehenden Relationen erwihne ich zu-
nachst diese 4 :

@ S dus—i T AuA =i T
AfutAav = TIB- Sz )
und die 4 aus ihnen folgenden :
(Fsx)?00, =38 -f; (xsx)’) KK, =3 T-s;

alu,a,=0; AAu,.=R-u,

T w X

(2)

§ 2. Die Combinanten des Polarnetzes von f.
Die Polaren ala, von f bilden ein Kegelschnittnetz:

P(f)-

Die Hauptcombinanten sind die Elementar-Covarianten von
(abe) a2b2c?

Yy z Y
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also nach der Formel
8(abe)alblcl = 2(xyz)AA A, — (sxy)(saz)(syz)

Xy %
die Hessische Form A und die Cayley’sche Form s; die anderen Combinanten
von P(f) sind die Formen des simultanen Systems von A und s. Die erste der

Elementar-Covarianten von (abc)aZble? ist
(abe)(beu)azb,c, = ayu,a26?;
sie hat den Werth
3) ‘ aguyalfs = du ATA — 3u A AY + u (szy)’

§ 8. Apolare Netze.
In Folge der Formel
alau, =0
sind die Netze P(f) und P(r) apolar. Die Coefficienten-Matrices beider
Netze sind korrespondirend und es besteht die Relation :

2.
s

(o) (mavy ) (mace) (= ooz (7,2 (79 2) () = p(nyz)(abe)azbye’
sie sagt aus, f und 7 haben dieselben Haupt-Combinanten. Die Hessische
Curve von f ist die Cayley’sche von 7 und die Hessische Curve von 7 die Cay-
ley’sche von f. Die Untersuchung * des Herrn WHITE geht dahin Curven zu
finden, welche entweder die Cayley’sche oder die Hessische mit f gemein haben.

§ 4. Relationen zwischen den invarianten Bildungen von f.

Die Relationen zwischen den invarianten Bildungen von f folgen im We-
sentlichen aus Formel (3); ich erwdhne hier nur diese 10 einfachsten :

HiPul=—3K + 3 A AN + LT -u2;

8§ XL 8

avlaa=H+}8-u;
Cuul =t;
AN =—3K +18.04+3T 42;

4 Kiulu =% St — 1 Ts;
@) Pupl =1 Ss;

0, = (ssx)’wu, =K 43865
A, = (s8,8,) vu,u, = St —3 Ts =% Ts —m;

5, = (s8,8) (382) (55 (s,8) = } S°f + § T
S, = (88,8,) (88,35 (38,8) (8,8,8) = 3 8° + T2 .

*S. pag. 1 dieses Heftes.
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§ 5. Der Aronhold’sche Prozess.
Die invarianten Bildungen des Aggregates
£f + JA
werden mittelst des Aronhold’schen Prozesses
Sf=A
berechnet ; wendet man ihn auf die einfachsten Formen an, so erhalt man :
A=1%8.-f; 0s=38t; 08=4T; ot=2%8-s;
oT= 8% 00 =2H; H=XK4+%50; K=8SH; .0R=0.

§ 6. Einige invariante Bildungen von
xf + 24D, xs+ M, xm47s.
Die Werthe der Hessischen Form und der Cayley’schen Form von

¥ + 2A
sind bekanntlich :

1 — —
) Aa=gg X(Sx + (T+ VE))) (S +(T— VRN f+
(F — 1Su2 — }TR)A 5
(6)  Sypaa=38Ax— VIS A) (x4 VIS Nt + (£ + 182 4 3T B)s.

Analoge Formeln erhilt man durch Anwendung des Aronhold’schen Prozes-
ses auf die Formeln (4): '

Ocoirs = (2 — 1SP)K + (380 + 2TH + (182 + 2 TxA + 55%2)0 5
Oerins = (B2 + 2104 + 2K — 38%4 - H + (— 1SR + 38Tk + 18130 5

7y Deirn= (Sx+ TN+ vVES D x—vVEISNt+(—1 T8 +18%%
M + 4 ST + (3 T* + 15 S)0)s 5
(8) Agrire=(— 3 R + Rxl* + § Ti®)s — (RAA + 2T + ) 5
9 8rire=38RA—=VER- ) A+ VR-2)f+ (3 B+ 2RT
®) + 2B + 3 TR)A
(10) 8.8, 1= B% +4RTFL + 6 R%2 + 4RTA* + (3 S + T2,

§ T. Curven, welche dieselbe Hessische und welche dieselbe Cayley’sche
Curve haben.

Die Formeln (9) und (8)
s, = 3 R’A, . =—3% R%

bestitigen die im § 8 gemachte Aussage, dass die Cayley’sche Curve von 7 die
Hessische von f und dass die Hessische Curve von 7 die Cayley’sche von f ist.
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Diejenigen Curven, welche mit f* oder = die Cayley’sche oder die Hessische
‘Curve gemein haben sind covariant zu f und gehoren daher den Biischeln an
xf + AA, xS + At resp. xT+ 2s.

Thre Parameter erhilt man durch das Verschwinden der Coefficienten von f,
¢, 7 in den Formeln (5) bis (9). Da dieselben kubisch sind, so giebt es von
jeder Art 8 Curven, ein Curventripel. Zur Cayley’schen Curve s gehort das
Tripel : '

(11) I A=A4ViS.f; B=A—Vi8-f;

zur Hessischen Curve A das Tripel :

(12) f3 F=S8SA+(VRBR-TDf; G=8A—(VR+7T)f;
zur Cayley’schen Curve A das Tripel:

(13) T3 P=n+vVR s; V=n— VIR s;
und zur Hessischen Curve s das Tripel :
(14) T3 A=t+v3iS-s; B=t—+VviS-s.

§ 8. Die Formen A und s der Tripel.
Die Cayley’schen Formen des Tripels :

fi A, B
haben die Werthe :.

8. =38; 8, =% (T + vViSs; s, =3 (T— VS s;
die Cayley’schen des Tripels :

T, & ¥
die Werthe :

s, =% R°A; s¢=§-s/F(T—s/I_?)A; s¢,=—.§.s/F(T+~/—E)A;

die Hessischen des Tripels :

S F, @
die Werthe:

A =A5 A =—4R(T+VR)A; A;=—4R(T—-VR)A;
und die Hessischen des Tripels : .

n, A, B
die Werthe:

A,=—1Rs; A =3(T+VISYs; Ay=3(T—vVIS)s
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§ 9. Die Formen t, T, A, B, A, B wonn.

Die Formen '
t, T, 4, B, A, B

gebildet fiir die Form 7 haben die Werthe:

to=—3R(TA—18°f); T,=—3%RT;
A, =LVER.V; B,—_u/ﬁup-
9 _
A, — =5 BT+ VE)F; B_—QS R(T-VE)G.

§ 10. Apolaritit der Netze P(A) und P(B).

In Folge der Formel
AiAu, =0

sind die Netze P(A) und P(B) apolar. Die einfachsten invarianten Bildungen
der Form A4 haben die Werthe ;

8, =3(T+ viSs; 0,=180+2viS-H+K;
t,=48S(T+v3iS)t+32Rs.
8= 3 (T+ VESF: T,= 4 VIS (T+ VISV -} R(T+ VIF);
7, = —o& S(T+ viS%B.
Die letzte Formel bestitigt die Apolaritit.

§ 11. Die charakteristischen Relationen fiir das Tripel f, A, B.
Die zwischen f, A, B, bestehenden Relationen :

(abAyap A, =viS - A24

x y 5
(AAayA A, o =3 (T + s/&S") ala,;
(AA,BPA A, B, =—1(T+v$S%BB,
charakterisiren das Tripel f; A, B. Die Formel:
(15) (adLYab =38 - L?

liefert 6 Relationen zwischen den Coefficienten des Kegelschnittes L ; & dersel-
ben folgen nach der Formel :

(@dLyabu,=v3S- Lu,

aus den andern. Das durch Formel (15) charakterisirte Kegelsehnittnetz ist
P(4).




